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E4 - WYZNACZANIE STALEJ C, WE WZORZE
PLANCKA | SPRAWDZANIE PRAWA
STEFANA-BOLTZMANNA

Celem ¢wiczenia jest poznanie praw opisujacych promieniowanie ciata doskonale czarmego, oraz
optycznych metod pomiaru temperatury.

Zagadnienia do przygotowania:

1) Definicje wielko$¢ termodynamicznych uzywanych do opisu promieniowania.
2) Podstawowe prawa opisujace zjawisko promieniowania ciata doskonale czarnego

3) Zasada dziatania i budowa uzywanych przyrzadoéw pomiarowych

Aparatura:
) Lampa zarowa.
2) Monochromator z fotopowielaczem.
3) Lampa spektralna Hg do kalibracji dtugo$ci $wiatta w monochromatorze.
4) Opor wzorcowy, woltomierze cyfrowe.

5) Pirometr optyczny ze znikajacym wioknem.

Przebieg pomiarow

Wyznaczenie wykladnika potegowego w prawie Stefana-Bolt/manna.

Zasilacz @

0,010

Rys. 1. Schemat ukladu pomiarowego do wyznaczenia wykladnika potegowego we wzorze Stefana-
Boltzmanna.

Aparature nalezy zestawi¢ zgodnie ze schematem przedstawionym na Rys. 1. Uktad
pomiarowy sktada si¢ z zarowki zasilonej z regulowanego zrédta pradowego i szeregowo
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wlaczonego z zaréwka oporu wzorcowego 0,01€2. Jeden woltomierz sluzy do mierzenia
spadku napiecia na oporze wzorcowym, a w ten sposoéb do pomiaru pradu ptyngcego w
obwodzie. Drugi woltomierz mierzy spadek napigcia na samej zarowce.

Celem ¢wiczenia jest pomiar energii wypromieniowanej przez zarowke w funkcji jej
temperatury. ROwnoczesny pomiar spadku napiecia na zarowce U 1 pradu ptynacego przez
zarowke 1 pozwala okresli¢ calkowita moc dostarczang do zarowki. Moc elektryczna
dostarczana do zarowki tracona jest poprzez procesy przewodnictwa cieplnego oraz procesy
promieniste. W stanie stacjonarnym energia dostarczana do zarnika jest rtOwnowazona przez
energie tracona, a zatem mozemy napisac:

UI = A(T-Ty) + B(T"-T,"), (A)

gdzie pierwszy 1 drugi skladnik sumy po prawej stronie rdéwnania opisujg
odpowiednio moc tracong poprzez przewodnictwo cieplne i poprzez promieniowanie,
(A4 1 B sg stalymi), T jest temperaturg wtokna wyrazong w K, T temperaturg otoczenia (w
K), a n jest nieznanym wyktadnikiem.

Piszac wzor (A) uczynilisSmy zalozenie, Zze moc wypromieniowana jest potegowa
funkcjg temperatury bezwzglednej. Dlaczego nie funkcjg roznicy temperatur jak w przypadku
przewodnictwa? Nasze zalozenie sprowadza si¢ do tego, ze wtdkno zaréwki promieniuje moc
proporcjonalng do T" oraz absorbuje moc promieniowania z otoczenia proporcjonalng do Ty" .
Gdybysmy wzigli funkcje potggowa roznicy temperatur odpowiadaloby to intuicyjnie
niemozliwej sytuacji gdy moc wypromieniowana zalezalaby od temperatury przedmiotéw na
ktére pada promieniowanie ...

Opodr elektryczny dla metali jest w bardzo szerokim zakresie, w przyblizeniu
proporcjonalny do temperatury. Wzor (A) mozna wigc zapisa¢ w postaci wigzacej tracong moc
do biezacej wartosci oporu.

UI = A'(R-Ry) + B'(R'-RJ) , (B)

gdzie A’ 1 B' s3 nowymi wspolczynnikami. Opdr zaréwki mozna okresli¢ z przeprowadzonych
pomiardéw spadku napiecia 1 pradu ptynacego przez zarowke.

Nalezy jeszcze okresli¢ te czes$¢ energii, ktora zamieniana jest na promieniowanie.
Skorzysta¢ mozna tu z faktu, ze dla matych wartosci napigcia i pradu, a wigc dla niskich
temperatur zarnika, straty radiacyjne sg zaniedbywalnie mate. Zatem, w takim przypadku, moc
bedzie zaleze¢ liniowo od oporu. Trzeba wykresli¢ moc dostarczang do zaréwki w funkcji
oporu elektrycznego 1 do poczatkowych punktow wykresu dopasowaé prosta. Mozna
ekstrapolowac¢ te zalezno$¢ na caty zmierzony zakres pomiarowy i odjaé w ten sposdb
straty proporcjonalne do temperatury, ktére interpretujemy, jako straty na przewodnictwo. Po
odjeciu cze$ci liniowej otrzymuje si¢ zalezno$¢ typu:

P.=B' R'-C , ©
skad mozna wyznaczy¢ wyktadnik n. Jesli dopasowanie jest poprawne to C — 0.

Alternatywnie mozemy przeksztatci¢ wzor (A) do postaci:

Ul = AT + BT" -AT,-BT,", (D)
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czyli
Ul = BT'+ AT +C ©

Gdzie C jest nowg stalg. Jesli zmierzymy temperatur¢ widkna (np.pirometrem) to mozemy
skorzysta¢ z tej zalezno$ci. Podobnie jak wyzej mozemy zidentyfikowa¢ sktadnik liniowy (47 +C),
i odja¢ go a nastepnie dopasowaé funkcje potegowa aby znalez¢ wyktadnik 7. Scisle rzecz ujmujac
opor wiokna wolframowego nie jest doktadnie proporcjonalny do temperatury i znacznie lepiej
jest opisywany przez funkcje potegowa R(T)=aT k (gdzie k jest nieco wigksze od jednosci).
Jesli, do pomiaru temperatury, zamierzamy wykorzysta¢ pirometr ze znikajacym wioknem musimy
wykona¢ pomiar zaleznosci R(T) w zakresie gdzie wida¢ Zarzenie widkna i rozszerzy¢ go
(ekstrapolowac) na caly zakres temperatur.

‘ Wyznaczenie krzywej dyspersji monochromatora.

Wyznaczenie krzywej dyspersji jest koniecznym krokiem przed nastgpna czeScig
doswiadczenia, w ktorej potrzebna bedzie znajomos¢ dlugosci fali. Monochromator SPM2
jest wyposazony w skale dtugosci fali, ale o niewystarczajacej doktadnos$ci. Skala ta pokazuje
albo przyblizong warto$¢ dtugosci fali wybieranej przez monochromator (ustawienie pokretta
,G60", warto$ci podane w (um), albo kat skrecenia pryzmatu (ustawienie pokretla ,lin",
wartosci pokazuja kat w stopniach). Procedura wyznaczania krzywej dyspers;ji:

1. Wiaczy¢ lampe rteciowa i ustawic ja tak, aby $wiatlo padato dobrze na szczeling
wejsciowag monochromatora.

2. Wiaczy¢ zasilanie fotopowielacza (Ug=- 1100 V),

3. Wyjscie sygnatu z fotopowielacza podiaczy¢ do woltomierza.

4. Przestraja¢ monochromator az do zaobserwowania linii widmowych rteci. Dla kazdej

linii wyznaczy¢ potozenie maksimum 1 odczyta¢ wskazanie na skali

monochromatora. Prosz¢ postugiwac si¢ skalg ,,lin”.

Odczyta¢ z tablic dtugosci fali obserwowanych linii widmowych rteci.

6. Narysowac¢ krzywa dyspersji tj. zalezno$¢ dtugosci fali od wskazania kata na skali
monochromatora. Krzywa powinna by¢ gltadka a wszystkie punkty powinny leze¢ na tej

krzywe;.

bl
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Wyznaczenie stalej we wzorze Plancka.

Stala we wzorze Plancka wyznacza si¢ w tym do$wiadczeniu metodg izochromat tzn. z
pomiaru zalezno$ci natezenia Swiatla o ustalonej dtugosci fali w funkcji temperatury
zroédta. Proszg¢ zastanowi¢ sig, czy jest mozliwe wykonanie pomiaru dla ustalonej
temperatury w funkcji dlugosci fali? Schemat doswiadczalny przedstawiony jest na Rys. 2.
Zardwke nalezy umocowaé na tawie optycznej i skierowaé jej $wiatto na szczeline
wejsciowa monochromatora. Dla wybrania dlugosci fali prosze zmierzy¢ wstepnie ksztatt
widma promieniowania emitowanego przez zarowke i ustali¢ gdzie przypada maksimum
emisji. Dlugosci fali, dla ktorych beda wykonywane pomiary, prosz¢ wybra¢ stosunkowo
blisko tego maksimum. Prosz¢ wykona¢ pomiary, dla co najmniej trzech dtugosci fali.

Temperatur¢ wiokna zaréwki mierzy si¢ pirometrem optycznym. Pirometr ze
znikajacym wioknem dziala na zasadzie por6wnywania barwy mierzonego, rozgrzanego ciala
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Rys.2. Schemat uktadu pomiarowego do wyznaczenia wspotczynnika we wzorze Plancka. FP
oznacza fotopowielacz, SPM2 monochromator, a P pirometr.

z barwag wiokna grzanego -elektrycznie w pirometrze. Obracajac pokrgttem nalezy
doprowadzi¢ do mozliwie catkowitego zlania si¢ obrazu wldkna i mierzonego obiektu.
Temperature odczytuje si¢ wtedy na skali przyrzadu. Pirometr zasilany jest z zasilacza
umieszczonego pod stotem laboratoryjnym napigciem 2,5V.

Opracowanie wynikow

Celem ¢wiczenia jest wyznaczenie wyktadnika potggowego w prawie Stefana-
Boltzmanna w pierwszej cz¢sci doswiadczenia oraz, w drugiej czesci, wyznaczenie statej
c; w prawie Plancka i wyliczenie warto$ci statej Plancka 4. W sprawozdaniu powinny si¢
znalez¢ nastgpujgce wykresy:

1. zalezno$¢ mocy dostarczonej do zarowki od oporu Zzarowki,

2. powiegkszona poczatkowa czg$¢ wykresu, gdzie moc zalezy liniowo od oporu
wraz z dopasowang zaleznoscig liniowa,

3. wykres mocy traconej na promieniowanie od oporu z dopasowaniem krzywej
potegowej,

4. krzywa dyspersji monochromatora,

5. zalezno$ci napigcia na fotopowielaczu od temperatury widkna zarowki dla
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wszystkich wybranych dlugosci fali.

Kazdy wykres powinien zawiera¢ punkty pomiarowe z zaznaczonymi btedami
doswiadczalnymi. Prosze zwrdci¢ uwage na dyskusje uzyskanych doktadnosci pomiarow.
Jezeli program uzyty do opracowania wynikow nie uwzglednia btedéw argumentu funkcji,
prosze te btedy uwzgledni¢ przez odpowiednie przeskalowanie btedow wartosci.

Bezpieczenstwo

Fotopowielacz zasilany jest wysokim napieciem powyzej 1 kV. Nalezy zachowac szczegolng
ostroznos¢. Nie otwierac¢ obudowy fotopowielacza ani zasilacza przy wigczonym napieciu.
Lampa rteciowa emituje szkodliwy dla oczu ultrafiolet. Prosze oszczedzac¢ swoje oczy i
unikac wpatrywania si¢ w samgq lampe!

Literatura

) R. Eisberg, R. Resnick, Fizyka kwantowa atomow, czasteczek, jader i czastek
elementarnych, PWN Warszawa 1983.

2) E. Szpolski, Fizyka atomowa, t. 1.
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WPROWADZENIE TEORETYCZNE

Ciato doskonale czarne

Wigkszo$¢ ciat materialnych podgrzanych do dostatecznie wysokiej temperatury staje
si¢ zrodtami promieniowania. Ciata mogg takze pochtania¢ i rozprasza¢ promieniowanie, a
wszystkie te procesy zalezg od wiasciwosci cial, od ich temperatury i od czgstotliwosci
promieniowania. Pole promieniowania elektromagnetycznego charakteryzowane jest przez
gestos¢ energii (p), ktéra dla promieniowania w prozni wynosi:

p:l 50E2+LBZ , ()
2 Hy

gdzie g — przenikalno$¢ dielektryczna prézni, E — natgzenie pola elektrycznego, o —
przenikalno$¢ diamagnetyczna prézni a B — indukcja magnetyczna.

Spektralna gestos¢ energii pola promieniowania /p(v)/definiujemy jako:

d
p)=2L. @
dv
p(v)dv ma zatem sens energii promieniowania o czgstotliwosciach w przedziale od v do v
+dv zawartej w jednostce objgtosci.

Rozpatrzmy teraz przypadek gdy pole promieniowania znajduje si¢ w zamknigtej
wnece w stanie rownowagi termodynamicznej 1 jest charakteryzowane temperaturg 7. Wtedy
rownowagowa, spektralna gestos¢ energii zalezy od temperatury a nie od ksztaltu i
wlasciwosci Scianek wneki. To sformutowanie stanowi pierwsze prawo Kirchhoffa, ktore
mozemy zapisac nastgpujaco:

(V) = pr(v).

Mozemy teraz umiesci¢ w wnece dodatkowe ciala fizyczne. Jesli ustali si¢
rébwnowaga termodynamiczna charakteryzowana temperaturag T wnioskujemy, na podstawie
pierwszego prawa Kirchoffa, ze obecnos¢ tych ciat nie wptywa na pole promieniowania poza
nimi (bo mozemy je traktowac jako cze$¢ wneki).

Dla kazdego ciata wtasciwos$ci emisji promieniowania i jego pochtaniania sg ze sobg
zwigzane. Wspotczynnik absorpcji definiuje si¢, jako stosunek energii pochtanianej
przez jednostke powierzchni ciata w jednostce czasu do calkowitej energii
promieniowania padajacej na t¢ jednostkowa powierzchni¢ w jednostce czasu. Zaklada sie
przy tym, ze promieniowanie pada izotropowo na powierzchnie¢ ciata. Dodatkowo mozna
okresli¢ spektralny wspotczynnik absorpcji A(v) a wigc odnoszacy si¢ wylacznie do
promieniowania w zakresie czgstotliwosci od v do v +dv. Drugie prawo Kirchhoffa
precyzuje, ze w warunkach réwnowagi energia promieniowania pochlaniana przez
jednostke powierzchni ciala rowna jest energii wypromieniowanej przez ten element
powierzchni:
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R(v)=§pf(v)A(v) . 3)

R(v) jest gestoscia spektralng strumienia energii emitowanego przez cialo, a czynnik c/4
wynika ze zwigzku migdzy gestoscig spektralng energii a gestoscig spektralng strumienia
energii, oraz z zatozenia o izotropowym rozktadzie promieniowania. Stosunkowo latwo jest
wyprowadzi¢ ten zwigzek: majac spektralng gestos¢ energii  izotropowego pola
promieniowania (izotropowe czyli zaden kierunek nie jest wyr6zniony) mozemy tez utworzy¢
wielko$¢  dpn(v,L2)d2 opisujaca przyczynek do tej gestosci od promieniowania
przychodzacego z okreslonego kierunku:

don(v,2)dQ2=pr(v)/(4 7). (3.1)
(bo rozktad katowy jest jednorodny).

Mozemy teraz wyliczy¢ spektralng gesto$¢ katowa strumienia energii promieniowania
[St(v,£2)] (inacze] nat¢zenie promieniowania o czestotliwosci v) mnozac pr(v)/(4n) przez
predkos¢ swiatta:

Sr(v,£2)=cpr(V)/(47). (3.2)

Aby pokaza¢ zwigzek (3) nalezy znalez¢ catkowity strumien energii promieniowania,
przy cze¢stotliwosci v, padajacy na element powierzchni (tylko z jednej strony) znajdujacy
si¢ w naszym polu promieniowania. Nalezy zatem wycatkowa¢ gesto$¢ katowa strumienia
energii promieniowania (wz. 3.2) z cosinusem kata padania (mierzonym do normalnej)
dla wszystkich mozliwych kierunkéw — czyli dla kierunkéw z potsfery nad powierzchnig
(patrz rys. ponizej).- Powinni$my otrzymac¢ wynik c/4 p,(v)

Rys. 2.1 Promieniowanie na element powierzchni umieszczony w we wnece pada
ze wszystkich stron jednorodnie...

Cialem doskonale czarnym okresla si¢ cialo, ktore calkowicie pochlania
padajace na nie promieniowanie, a wiec, dla ktorego 4(v) = 1. Dla takiego ciata zwiagzek
(3) przyjmuje szczeg6lnie prosta postac:

R,(W)=cl4p,(v) , “)
gdzie zaznaczone zostalo, ze emitowane promieniowanie zalezy od temperatury ciata.
7



Il Pracownia Fizyczna, E4 Instytut Fizyki, Uniwersytet Jagiellonski

Mozemy zatem opisywa¢ promieniowanie ciata doskonale czarnego albo podajac gesto$¢
strumienia energii emitowanej przez cialo, Rp(v), albo gesto$¢ energii zawarta w polu
promieniowania we wnece, pr(v). Rownanie (4) pokazuje, ze obie te wielko$ci sg do siebie
proporcjonalne.

Dobrym modelem ciata doskonale czarnego jest wneka wykonana z nieprzezroczystego
materiatu najlepiej uczerniona wewnatrz z matym otworkiem wejsciowym. Promieniowanie
padajace z zewnatrz na ten otwor dostaje si¢ do $rodka wngki, jest tam wielokrotnie odbijane,
rozpraszane i ostatecznie pochtaniane przez $cianki. Poniewaz otwor wejsciowy jest bardzo maty,
prawdopodobienstwo, ze promieniowanie wchodzace wyjdzie z powrotem na zewnatrz jest
zaniedbywalnie male. Zatem taki otwor we wnece zachowuje si¢ jak powierzchnia ciata doskonale
czarnego. Z drugiej strony, jesli §cianki wneki ogrzane sg do skonczonej temperatury 7, to emituja
one promieniowanie termiczne, ktore wypeti wngke 1 wyjdzie przez otwdr na zewnatrz. Zatem
otwor jest rbwniez emiterem promieniowania termicznego pozostajacego w rownowadze ze
Sciankami wneki. Wychodzacy strumien promieniowania jest tylko malg czg¢scig strumieni
promieniowania wewnatrz wneki, tak ze réwnowaga termodynamiczna pomigdzy
promieniowaniem a S$ciankami wngki nie jest zaburzona w sposob istotny. Widmo pola
promieniowania wewnatrz wneki bedzie takie samo jak widmo promieniowania ciata doskonale
czarnego (1 widmo promieniowania z otworka) o temperaturze okreslonej przez temperaturg
$cianek wneki, 7, tak jak to formutuje rownanie (4).

Promieniowanie ciata doskonale czarneqo — wyniki doswiadczalne.

Rozktad widmowy promieniowania ciata doskonale czarnego jest opisywany funkcja
R1(v). Najwczesniejsze pomiary tej wielkosci zostaty wykonane przez Lummera i Pringsheima w
1899 r. Przyktadowe rozktady widmowe dla r6znych temperatur przedstawione sg na Rys. 3.

Calkowita zdolno$¢ emisyjna, Ry, (albo gestos¢ powierzchniowa strumienia energii) to
catka z powyzej zdefiniowanej spektralnej gestosci strumienia energii Rp(v) (spotyka si¢ tez
okreslenie: zdolno$¢ emisyjna ciata doskonale czarnego) po wszystkich czestotliwosciach v. Jest
ona réwna catkowitej energii wyemitowanej przez jednostkowa powierzchni¢ ciata o temperaturze
T'w jednostkowym czasie:

R, :TRT(V)dV (5)

Prawo Stefana-Boltzmanna (1879) okresla, Zze wielko$¢ ta jest proporcjonalna do czwartej potegi

o.{v)

v (10" Hz)

Rys. 3. Rozkiad widmowy gestosci energii promieniowania ciata doskonale czarnego przedstawiony dla
trzech roznych temperatur: 1000K, 1500K i 2000K.
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temperatury ciata:

RT=O'T4 B (6)

a stala &, zwana stala Stefana-Boltzmanna, wynosi 5,67-10® W/m?*-K*.

Maksimum spektralnego rozktadu zdolnosci emisyjnej zalezy od temperatury i z jej
wzrostem przesuwa si¢ w stron¢ wyzszych czesto$ci. Prawo Wiena okreéla, ze potozenie
maksimum jest wprost proporcjonalne do temperatury:

Vinax o T . (7)

Inne sformutowanie tego prawa mowi o dtugosci fali, Ay, dla ktérej wystepuje maksimum
rozktadu emis;ji:

Amax T =const . (8)
FORMULA RAYLEIGHA-JEANSA I FORMULA WIENA

Na przelomie ubiegltego stulecia Rayleigh i Jeans wykonali obliczenia energii
promieniowania we wnece (czyli promieniowania ciala doskonale czarnego). Najpierw
zastosowali oni klasyczng teori¢ pola elektromagnetycznego do pokazania, ze promieniowanie
wewnatrz wneki ma charakter fal stojacych (wezly na $ciankach wneki).

Powtorzmy to rozumowanie. Rozwazmy sze$cienng wnegke o metalowych $ciankach, o
krawedzi L. Dozwolone typy drgan pola elektromagnetycznego (mody promieniowania) to
fale stojace z weztami przy Sciankach wneki (poniewaz przesunigcia fadunku swobodnego na
powierzchni metalu kasujg kazde pole elektromagnetyczne rownolegle do powierzchni tuz
przy powierzchni, a nasze promieniowanie to fala poprzeczna), ktére mozemy rozwazac dla
kazdego z trzech kierunkow kartezjanskich niezaleznie.

Zatem mozemy napisaé: m;A/2=L (n — dowolna liczba naturalna - okreslajaca tutaj ilos¢
potowek dlugosci fali jakie mieszcza si¢ na dtugosci L, a i jest indeksem przebiegajacym trzy
sktadowe kartezjanskie (i=x,y,z ). Pojedyncze drganie jest ,,numerowane” przez trojke liczb
(wektor): ny,ny,n..

Wiedzac, ze liczba falowa wiaze si¢ z dlugos$cia fali zaleznoscia:

k=2rvic 9)

mozemy tez napisac:
Lk,-=7m,- (1 0)

Zadajmy sobie teraz pytanie ile modow (typow drgan pola) o czestotliwosciach w zakresie
(v, v+dv) przypada na jednostke objetosci. (objetos¢ oznaczamy V, w naszym przypadku: V=
L)

Sktadowe kartezjanskie sg niezalezne a zatem:

dN=dn, dn, dn.
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Przy czym liczby n,,n,,n. musza by¢ tak dobrane by dtugos¢ fali byta w zadanym zakresie.

Dla wygody zamiast ,,numerow modow” n uzyjemy wektoréw falowych k. Drganie (mod) jest
opisany przez wektor falowy k =(k,,k,,k.). Na podstawie (10) piszemy:

dN=dn, dn,dn.=(L/n)’ dk, dk, dk,

Oczywiscie liczby k., k,, k. musza by¢ tak dobrane by dlugos¢ fali byla w zadanym zakresie.
Zwiazek pomiedzy liczbg falowa a wektorem falowym jest nastepujacy:

k:\E\=1/k§+kj+kj , (k=k)

Mamy tez:
k=24 =2nvic

Teraz jesteSmy juz gotowi wyliczy¢ poszukiwang liczbe stanéw (modow). Wiemy juz, ze:
dN=dn.dn, dn.=(L/ 7)° dk d, dk: 1 k nalezy do przedziatu (2zv/c, 2 (v+dv)c)

Poniewaz wszystkie sktadowe k sg dodatnie wektory k wskazuja na punkty mieszczace si¢ w
1/8 powloki kulistej o promieniu & 1 grubo$ci 27d v/c.

Wykonajmy teraz catkowanie po 1/8 czesci powtoki:

3 3
dN(k) = [dN(k,.k,.k.) :(5) [ dk ke, dke. = 1(£j [ dk dke,dke. = ..

pol/8 pol/8 T po calej
powloki powloki powloce

PrzejdZzmy do catkowania we wspotrzednych sferycznych, przy standartowych oznaczeniach.

(L% "2 . 1LY
...=§(;) ! dp. j/ Zl&‘[kzsm(qo)]d ==§(;) A dk = ..

zamieniamy: k= 2zv/c oraz dk=2rx dv /c,

_DrQr)’vidv _4Lzvidv
27°c’ c’

Poniewaz dla kazdego modu mozliwe sg niezalezne drgania o dwoch polaryzacjach musimy
otrzymany wynik przemnozy¢ przez 2. Ostatecznie otrzymujemy:

dN(v) 8L zv’
dv c’

10
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Lub na jednostke¢ objetosci:

1 dN(v) _1dN(v) _ 8zv’
L dv vV dv c’

Zwré¢my uwage na to, ze wynik uniezaleznit si¢ od rozmiaréw wneki. Wnioskujemy zatem,
ze ksztalt wneki tez moze by¢ dowolny.

Spektralng ggstos¢ energii promieniowania w rownowadze z cialem doskonale czarnym
mozemy zapisa¢ mnozac gestos¢ modow przez energie modu jako:

3
C

2
p(v)z%v)qxg” <e> . (11)
gdzie jako <e¢> oznaczyliSmy (nieco na wyrost) §rednig energi¢ wnoszong do uktadu przez
mod o czgstotliwosci v .

W 1900 r. D. Rayleigh i niedtugo p6zniej D. D. Jeans przedstawili rozumowanie oparte
o klasyczne prawo ekwipartycji energii, ktére mowi, ze energia kinetyczna czasteczki
przypadajaca na jeden stopien swobody wynosi kp7/2, gdzie kg jest stala Boltzmanna. Zatozyli
oni, ze role niezaleznych stopni swobody speiniajg rézne mody promieniowania, a
dodatkowo na kazdy mod przypadaja dwa niezalezne sktadniki energii; energia potencjalna i
energia kinetyczna. Catkowita $rednia energia przypadajgca na jeden mod wynosi zatem kgT.
Formuta Rayleigha-Jeansa okre$la ggsto$¢ energii promieniowania ciala doskonale czarnego
jako:

812
P ="" kT (12)

Poréwnanie z obserwowanym rozkltadem widmowym (Rys. 4) pokazuje, ze prawo
Rayleigha-Jeansa opisuje poprawnie widmo jedynie w granicy niskich czgstotliwosci. Dla
wysokich czestotliwo$ci wynik teoretyczny przewiduje wartos¢ dazacg do nieskonczonosci i
ponadto catkowita gestos$¢ energii:

11
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Formula Rayleigha-Jeansa

—

=
=
2000K .
1 i i i I L K“—;
1 2 3 4
v (101%Hz)

Rys. 4. Rozklad widmowy gestosci energii promieniowania ciata doskonale czarnego dla temperatur
2000K (krzywa ciggla) i odpowiadajgce tym warunkom gestos¢ widmowe wyliczona wedtug formuty
Rayleigha-Jeansa (linia kropkowana).

p) = [ p)dv - . (13)

co zostalo nazwane ,,katastrofg w nadfiolecie".

Kilka lat wczes$niej, w 1896 r., W. Wien przedstawil inny model, w ktorym mody
drgan maja energie g(v), ale nie wszystkie dostgpne mody o danej energii sg rzeczywiscie
wzbudzone. Hipoteza Wiena zaktadata, ze w zbiorze modow o danej energii € utamek liczby
wzbudzonych modow (4N) do liczby wszystkich modow (N) zadany jest przez rozklad
Boltzmanna dla temperatury 7

AN/N = exp(-gksT) . (14)
Zatem S$rednia energia <e> przypadajaca na jeden mod o czestotliwosci v wynosi

<&> = gv) AN/N = &(v) exp(-&'ksT) . (15)
Dodatkowo wiadomo bylo, Ze energia wzbudzonego modu jest proporcjonalna do

czestotliwosci fali v. Jezeli zapiszemy wspotczynnik proporcjonalnosci zgodnie ze wspotczesng
wiedza, jako statg Plancka 4, to otrzymujemy formute Wiena:

3
p(v):gﬂh;/ exp(—hv/kBT) . (16)
c

Formuta ta dobrze oddaje ksztalt obserwowanego rozkladu promieniowania ciata
doskonale czarnego dla wysokich czestotliwosci fal, natomiast odbiega od niego dla niskich
czestotliwosci (Rys. 5).

12
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L] 1 I
- P )
RN
/ g
b / -
/ %
—_ I \
= 4
e { ; Formuta Wiena \\
ol : \ K
HII “l
s 2000K
= ff porm |
’,rf _.'_,/"’ ”, -q‘\\ — \
= Ilr‘ {?‘"’"‘ \\\\ r
L/ //Formuia Wiena 2 \
i o ~ 1
i'f'{ V" “-‘-"\-_\_‘_ = \\_‘"&. s _-:
zr 1 L P
0 1 2 3 4
v (10"%Hz)

Rys. 5. Rozklad widmowy gestosci energii promieniowania ciata doskonale czarnego dla temperatur
1500K i 2000K (krzywe ciggle) i odpowiadajgce tym warunkom gestosci widmowe wyliczone wedtug
formuly Wiena (linie kropkowane).

Formuta Planck'a

W roku 1900 Max Planck przedstawil formule, ktéra opisuje zalezno$¢ pomiedzy
gesto$cig energii emitowanego promieniowania a jego czgstotliwoscia v 1 temperaturg
promienujacego osrodka T: pp(v)=ci/(exp(c,v/T)-1), gdzie state c; i c; mozna wyrazi¢ przez stale
podstawowe 1 otrzymac aktualng postac:

(V)= 8hv’ 1
P ¢ explhv/k,T)-1

(17)

Poczatkowo byta to formuta empiryczna stanowigca interpolacje pomigdzy formutami
Raleigha-Jeansa i Wiena. Zwro¢my uwagge ze:

8y’ 1 hv/KT>>1 8ah v’

V)= AL Lt N expl—hv/k,T) .oraz:
) ¢ exp(hv/k,T)-1 ¢ ol 7) g
p(v) = 8hv’ ! _ 8zv’ hy hvIKT<

¢ explhv/k,T)-1 ¢ explhv/k,T)-1
hv/kT<<1 (reg.d'Hosp.)  __ 87h V3 thTL _ 872'1/2 kT
T 3 o 3 "Bt
c h e c

Czyli w granicznych sytuacjach dostajemy formuty Raleigha-Jeansa 1 Wiena.
13
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Wynik Plancka mozna wyprowadzi¢ teoretycznie na gruncie teorii kwantowej. Posta¢ wzoru
Plancka wynika z postulatu, Ze wypromieniowana i absorbowana energia nie jest wielkoscia
o rozkladzie cigglym, ale moze przyjmowaé tylko dyskretne wartosci, bedace
wielokrotno$ciami najmniejszej dozwolonej energii — energii kwantu promieniowania. Kazdy
mod moze by¢ obsadzony przez jeden, dwa lub wigcej kwantow promieniowania a
prawdopodobienstwo obsadzenia wyznacza znormalizowany rozktad Boltzmanna.

Zwr6émy tez uwage na to, ze formute Wiena mozna reinterpretowaé w $wietle teorii
kwantowej w ten sposob, ze dopuszczalne jest obsadzenie jednego modu tylko przez jeden
kwant energii.

Aby wykaza¢ wzoér Plancka wyliczmy $rednig energi¢ modu, wykonujac sume
przebiegajaca po mozliwych dyskretnych wartosciach energii: € = 0, hv, 2hv, 3hv, ... .
Oznaczmy: g,=nhv.

Wtedy:
<e>=) ¢g,P(e,)=Y nhvP(e,) =Y nhvP(g,).
n=0 n=0 n=1

Gdzie P(e,) jest prawdopodobienstwem tego, ze mod przyjmie energi¢ &,

exp(—nhv/k,T)

P(e,)=—
D exp(—-mhv/k,T)
m=0
gdzie mianownik jest czynnikiem normalizacyjnym — suma prawdopodobienstw po

wszystkich mozliwych stanach obsadzenia musi by¢ jedynka: ZP(gn) =1.

n=0

inhv exp(—nhv/k,T)

<g>:i5nP(5n): 2=l =.. (18)
=0 > exp(—mhv/k,T)
m=0

Wyliczenie sumy w mianowniku jest proste. Jest to szereg geometryczny z ilorazem
exp(— hv/k,T) i pierwszym wyrazem 1. Tak wiec:

> exp(—mhv/kyT)= ! __exp(hv/kyT)
" 1—exp(—=hv/k,T) exp(hv/k,T)—1

(19)

Aby wyliczy¢ sumg szeregu z nhv exp(— nhv/k,T )wyliczymy najpierw sume szeregu:

n=l1

ieXP(— nhv/k,T)= exp(=hv/k,T) 1

= (19.1)
p— l—exp(=hv/k,T) exp(hv/k,T)-1

14
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oznaczmy [=1/kT a nastepnie zrozniczkujmy obie strony rownania (19.1) po df. Otrzymamy:
y B ¢p jmy y p ymamy

—hv-exp(hvp)
[exp(rv) 1]

i(—nh v)-exp(—nhvp)=

(20)
Czyli rowniez:
= hv-exp(hvp)
hy- —nhvB)= 20.1
;n 1% exp( n vﬂ) [exp(h vﬂ)—l]z (20.1)

Wracajac do oznaczen poczatkowych (k7=1/f) i wstawiajac (19) 1 (20.1) do (18) otrzymamy:

<e>= hv . 1)
exp(hv/k,T)—1

Wstawiajac (21) do (9) otrzymujemy ostatecznie formute Planck'a.
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